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Вероятностно-стохастическая модель распределения  

физико-механических свойств мягких горных пород 
 

Физико-механические характеристики грунтов и мягких горных пород получаемые в 

результате лабораторных испытаний являются важными исходными параметрами для оценки 

устойчивости природных склонов и искусственных откосов. Такие свойства пород, как 

сцепление и угол внутреннего трения, обусловлены влиянием ряда природных и техногенных 

факторов.  

При этом, из множества факторов, влияющих на устойчивость откоса, выделяют 

наиболее значимые, которые в большей степени обусловливают свойства пород. Чем больше 

факторов учитывается в геотехнической модели, тем детальнее исследуются свойства пород, 

что повышает точность научного прогноза оползнеопасности откоса. С другой стороны, 

увеличение количества факторов, входящих в модель, усложняет ее и обусловливает 

уменьшение достоверность геотехнических расчетов. 

Цель работы заключается в построении статистического распределения изучаемых 

физико-механических свойств мягких горных пород и обосновании вероятностно-

статистической модели.  

По результатам лабораторных испытаний пород построены статистические 

распределения изучаемых количественных признаков – угла внутреннего трения φ и сцепления С. 

Установлено, что статистическое распределение физико-механических свойств пород близко к 

равномерному закону. 

Ключевые слова: откос; сцепление; угол внутреннего трения; график Пирсона; 

равномерный закон распределения. 

 

Введение. Экспериментальные исследования физико-механических характеристик мягких 

покрывающих пород являются важной составляющей частью инженерно-геологических изысканий при 

оценке устойчивости естественных склонов, техногенных откосов и геотехнических сооружений. Такими 

породами обычно являются светло-желтые лессовые суглинки, желто-бурые плотные суглинки, супеси и 

другие инженерно-геологические элементы, физические свойства которых подвержены значительным 

вариациям. Достоверные значения таких величин как сцепление, угол внутреннего трения, полученных 

экспериментальным путем, предопределяют устойчивость и надежность разнообразных сооружений и 

геотехнических объектов в процессе их строительства и эксплуатации. 

Методы лабораторного исследования свойств грунтов обычно не учитывают особенности 

макроструктуры, специфику его естественного строения и залегания, а также характер распределения в 

нем неоднородностей и включений. Использование методов теории вероятностей и математической 

статистики дает возможность более строго и научно обоснованно определять расчетные свойства пород, 

слагающих откос [1]. 

Анализ последних исследований и публикаций. Вопросами статистической обработки результатов 

испытаний прочностных характеристик горных пород занимались Г.К. Бондарик, И.С. Комаров, Н.Н. 

Маслов, А.Д. Коган и др. Анализ этих работ показывает, что при обработке результатов испытаний с 

целью получения их расчетных показателей последние рассматриваются как детерминированные 

величины, хотя их распределение носит случайный характер. В лучшем случае между отдельными 

показателями определяются корреляционные связи, когда при известных одних показателях, используя 

графики и эмпирические зависимости, определяются другие [2]. Определению уровня риска при 

решении задач устойчивости карьерных откосов посвящен ряд работ Б.Д. Половова [3, 4], который 

отмечает, что расчетные схемы устойчивости откосов рассматриваются при детерминированных 

входных параметрах. Вероятностные методы расчета по сравнению с детерминированным подходом 

обладают следующими преимуществами: объективностью решения, возможностью оценки точности 

получаемых результатов, оценки уровня значимости исходных параметров и необходимости их 

уточнения. Большой вклад в развитие вероятностных методов расчета устойчивости внесли работы проф. 
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П.С. Шпакова, проф. Г.Г. Поклада, С.Т. Омарова [5–7], в которых заложены основы и разработана 

методика вероятностного расчета коэффициента запаса и параметров устойчивых откосов. 

Формулировка цели статьи. Учитывая, что массив грунта или мягких горных пород, из которых 

состоит природный склон или искусственный откос, является сложной геомеханической системой, на 

которую влияют как основные, так и второстепенные факторы, рассматривать проблему устойчивости 

целесообразно с позиций вероятностно-статистического подхода. Такие факторы, как структурная 

неоднородность породного массива (наличие трещин и включений), погрешности при определении 

физических свойств грунтов на срезных приборах приводят к ошибкам определения прочностных 

характеристик грунтов и других мягких пород. Такие параметры как сцепление и угол внутреннего  

трения, которые фигурируют как основные в геомеханических расчетах, являются случайными 

величинами, значения которых могут варьировать в определенных диапазонах. Для решения прикладных 

задач, содержащих случайные величины и элементы неопределенности, целесообразно использовать 

вероятностно-статистические методы [8]. 

Цель статьи заключается в обосновании вероятностно-статистической модели распределения 

физико-механических свойств мягких горных пород по исходным данным лабораторных измерений. 

Определение физико-механических  характеристик мягких вскрышных пород. Для лабораторного 

определения физико-механических свойств мягких горных пород на карьере Мотроновско-Анновского 

месторождения титано-циркониевых россыпных руд (г. Вольногорск) были отобраны образцы мягких 

вскрышных пород ненарушенного сложения в соответствии с ДСТУ Б В.2. 1-8-2001. Образцы мягких 

вскрышных пород, представленные бурыми, желто-бурыми и красно-бурыми суглинками, серо-

зелеными глинами отбирались на участках  отрабатываемых рабочих уступов, подвергшихся 

обрушениям и оползневым процессам. Размеры образцов 100x100x100 мм. Количество отобранных 

образцов – 3 для каждой литологической разности, отобранные в разных точках карьера. Для 

определения основных прочностных характеристик грунтов и мягких вскрышных пород применен метод 

одноплоскостного среза широко применяемый в практике инженерно-геологических исследований с 

использованием прибора ПС-10. Методика проведения испытаний описана в ДСТУ Б В.2.1-4-96. 

Определялись следующие характеристики: сопротивление пород срезу τ, угол внутреннего трения φ 

и удельное сцепление С [9]. Удельные значения угла внутреннего трения φ и сцепления С при анализе не 

менее 3-х проб каждой литологической разности, вычислялись по формулам: 
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где τі – опытные значения сопротивления срезу, определенные при различных значениях σі и относящиеся к 

одному инженерно-геологическому элементу или отдельному монолиту грунта (при n ≥ 3), n – число 

испытаний. 

Построение статистического распределения изучаемых количественных признаков – угла 

внутреннего трения φ и сцепления С. Полученные экспериментальным путем значения угла внутреннего 

трения φ и сцепления С со статистической точки зрения представляют собой  выборки  из генеральных 

совокупностей объектов, которым присущи указанные механические характеристики. Для 

систематизации  и визуализации наблюдаемого необходимо построить статистическое распределение 

каждого изучаемого количественного признака: угла внутреннего трения и сцепления. С этой целью 

данные (значения каждого изучаемого признака X) группируются в интервальные ряды (табл. 1). 

Количество интервалов может быть выбрано произвольно, исходя из лучшей визуализации данных, 

либо определено по формуле [10]: 

nr lg21.31 , (3) 

где n – объем выборки. 

Таблица 1 

Вид интервального ряда для признака Х 
 

Интервалы с границами  xi-1 - xi  1 2 …… R 

Длины интервалов  l1 l2 …… lr 

Частоты m1 m2 …… mr 

Относительные частоты w1 w2 …… wr 

Середины интервалов u1 u2 …… ur 
 

Графическим изображением интервального ряда является гистограмма относительных частот, 

высоты которой определяются формулой  
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Гистограммы относительных частот для исследуемых количественных признаков угла внутреннего 

трения и сцепления приведены на рисунках 1 и 2. 

 

а) желто-бурые лессовые суглинки 

 
 

б) темно-бурые суглинки 

 

в) красно-бурые глины 

 

г) серо-зеленые глины 

 

Рис. 1. Гистограммы частот для угла внутреннего трения 

 

Для каждого распределения получены статистические моменты (параметры распределения), 

оценивающие среднее значение и разброс: 

 начальный момент первого порядка (выборочная средняя) 
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 центральный момент второго порядка (выборочная дисперсия) 
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 исправленная дисперсия 
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в) красно-бурые 

глины

 

г) серо-зеленые 

глины

 
Рис. 2. Гистограммы частот для сцепления 

 

Вычисленные значения статистических моментов сведены в таблицах 2 и 3. 

Из анализа распределений угла внутреннего трения следует, что для суглинков вариация значений 

относительно среднего не превышает 10%, для глин вариация значений больше, но не превосходит 24%. 

Разброс значений сцепления также невелик для суглинков, составляет 11–18%. Но значения 

сцепления, полученные на образцах глины, имеют значительный разброс. Вариация сцепления красно-

бурой глины достигает 43 %. 
 

Таблица 2 

Параметры статистических распределений угла внутреннего трения φ 

Порода 
Параметры статистического распределения 

* S η* 

желто-бурые лессовые суглинки 22,15 1,97 0,09 

темно-бурые суглинки 25,87 2,30 0,09 

красно-бурые глины 24,08 5,78 0,24 

серо-зеленые глины 21,74 4,85 0,22 
 

Таблица 3 

Параметры статистических распределений сцепления С 

Порода 
Параметры статистического распределения 

* S η* 

желто-бурые лессовые суглинки 30,96 5,70 0,18 

темно-бурые суглинки 47,09 5,33 0,11 

красно-бурые глины 113,83 49,41 0,43 

серо-зеленые глины 259,73 62,54 0,24 
 

Как видно из гистограмм, для полученных статистических совокупностей характерно отсутствие 

интервалов, в которые значения изучаемых величин попадают с наибольшей частотой. В основном, и 

угол внутреннего трения и сцепление с одинаковой частотой принимают значения  из разных интервалов 

равной длины. Например, гистограмма величин сцепления, полученных для серо-зеленой глины 

показывает, что с одинаковой частотой сцепление принимает значение и в наименьшем интервале (158–

201 кПа) и в наибольшем интервале (332–376 кПа), и в интервале, содержащем среднюю выборочную 

(259,7 кПа). Следует отметить, что попытка увеличить при обработке данных число интервалов не 
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изменила общей картины. Вид гистограммы не свидетельствует в пользу нормального распределения, 

которое чаще всего используется в качестве статистической модели механических характеристик. В 

грубом приближении можно предположить, что распределение изучаемых количественных признаков 

близко к равномерному закону. 

Гипотеза о том или ином теоретическом распределении важна с точки зрения учета изменчивости 

изучаемого количественного признака. В частности, при моделировании механических процессов, 

развивающихся в грунтах под действием различных природных и техногенных факторов, важен учет 

разброса  основных характеристик, определяющих устойчивость грунтовых склонов – сцепления и угла 

внутреннего трения. Использование в расчетах только среднего значения механической характеристики 

без  рассмотрения крайних значений может привести к грубым ошибкам при проектировании объектов. 

Одним из способов учета изменчивости исходных данных является выполнение многовариантных 

расчетов с вариацией входных параметров в пределах установленного разброса. В частности, при 

использовании современных численных методов возможно проведение вычислительного эксперимента, 

в рамках которого исходные данные – значения механических свойств грунтов могут генерироваться как 

случайные числа в соответствии с установленным законом распределения этих свойств [11].  

В этой связи выбор теоретического закона распределения входных параметров является одним из 

важных этапов исследований. 

Выбор теоретического распределения. Для обоснованного выбора теоретического распределения  

воспользуемся  графиком Пирсона [12], на котором известные теоретические законы распределения 

вероятностей представлены в двумерном пространстве (рис. 3, 4)  посредством нормированного 

показателя асимметрии  
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  порядков. 

Статистические аналоги указанных моментов в случае интервальной группировки данных  определяются 

формулами: 
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Соответствующие значения  статистических показателей асимметрии и эксцесса (1
*; 2

*) для всех 

исследуемых статистических совокупностей представлены в таблицах 4 и 5. 
 

Таблица 4 

Оценки асимметрии и эксцесса для сцепления 

Порода 1
* 2

* 

Желто-бурые лессовые суглинки 0,00 1,98 

Темно-бурые суглинки 0,02 1,61 

Красно-бурые глины 1,31 3,78 

Серо-зеленые глины 0,013 1,77 
 

Таблица 5 

Оценки асимметрии и эксцесса для угла внутреннего трения 
Порода 1

* 2
* 

Желто-бурые лессовые суглинки 0,03 1,81 

Темно-бурые суглинки 0,00 1,59 

Красно-бурые глины 0,08 1,78 

Серо-зеленые глины 0,24 1,87 
 

Для подбора теоретического распределения на основе эмпирических данных точки с координатами 

(1
*;2

*)  наносят на график Пирсона, на котором известные теоретические распределения представлены 

точками (нормальное, равномерное, экспоненциальное и др.), а также линиями (гамма-распределение, 

бета-распределение и др.).  

На рисунке3 на график Пирсона нанесены точки, координаты которых – статистические оценки 1
*, 

2
* – определены по данным для сцепления, а на рисунке 4 – точки, соответствующие статистическим 

оценкам угла внутреннего трения.  
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Рис. 3. График Пирсона с нанесенными на него точками, соответствующими статистическим  

оценкам сцепления: ▲ – красно-бурые глины; ● – серо-зеленые глины;  

♦ – желто-бурые лессовые суглинки; ■ – темно-бурые суглинки 
 

Для величин сцепления, полученных на образцах суглинков и серо-зеленой глины, характерно то, 

что статистические совокупности имеют показатели асимметрии, близкие к нулю, а показатели эксцесса 

составляют 1,6…1,98 (табл. 4), то есть близки к величине 2,0. Точка на графике Пирсона с координатами 

(0,2) соответствует равномерному закону распределения. Следовательно, в отношении перечисленных 

выше совокупностей можно выдвинуть гипотезу о равномерном распределении. Исключение составляет 

статистическая совокупность, полученная для сцепления образцов красно-бурой глины. Оценки 

асимметрии и эксцесса для данной выборки составляют 1,31 и 3,78 соответственно (табл. 4). Точка с 

такими координатами (рис. 3) лежит в области бета-распределения, для которого равномерное 

распределение является частным случаем. 

 
Рис. 4. График Пирсона с нанесенными на него точками, соответствующими статистическим оценкам 

для угла внутреннего трения:▲ – красно-бурые глины; ● – серо-зеленые глины; ♦ – желто-бурые 

лессовые суглинки; ■ – темно-бурые суглинки 
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Для величин внутреннего трения все эмпирические точки в области 1
*,2

* локализуются вокруг 

точки, соответствующей равномерному распределению. 

Таким образом, в отношении исследуемых количественных признаков (сцепления и угла 

внутреннего трения) суглинков и глин, можно выдвинуть гипотезу о равномерном распределении 

вероятностей.  

Выше отмечалось, что при моделировании механических процессов в грунтах, сложенных 

указанными типами глин и суглинков, возможно выполнение вычислительного эксперимента со 

случайной вариацией значений сцепления и угла внутреннего трения в соответствии с установленным 

законом распределения этих величин. Выполненный анализ распределений указанных величин 

показывает, что статистической моделью для таких механических характеристик как сцепление и угол 

внутреннего трения суглинков и глин является равномерный закон распределения, определяемый 

плотностью вероятностей вида:  

 

 












bax

bax
abxf

X

,,0

,,
1

)(
. 

(13) 

где a, b – границы интервала распределения (рис. 5,а). Имеет место элементарное утверждение: если 

случайная величина X распределена равномерно в интервале (0,1), то случайная величина Y=a+(b-a)X 

распределена нормально в интервале (a, b). Таким образом, имея генератор случайной выборки из 

стандартного непрерывного равномерного распределения (0,1), легко построить генератор выборки 

любого непрерывного равномерного распределения. 

Следует отметить, что процедура многовариантных расчетов со случайной генерацией исходных 

данных требует большого временного ресурса. Кроме того, выходные данные, также являясь 

случайными величинами, требуют обработки.  

Рассмотрим другой подход, позволяющий в расчетах состояний породных или грунтовых объектов 

учитывать стохастический разброс исходных механических характеристик. 

Примем apriori что реальная механическая характеристика X грунтового массива xm отличается от 

средней выборочной величины x , полученной по результатам испытаний образцов грунта. Это отличие 

будет характеризоваться коэффициентом структуры kc, равным 

x

x
k m

c
 .  (14) 

а) 

 

б) 

 
Рис. 5. График плотности распределения равномерного закона (а); 

положение средней величины xm в интервале (a,b) распределения (б) 

 

Величина xm является наименьшей из всех значений данной механической характеристики X (рис. 5, б), 

полученных для структурных элементов массива, т.е. имеет место неравенство m
xX  . 

Вероятность этого неравенства определим через функцию распределения F(x): 

   
0

1 PxFxXP
mm
 .  (15) 

Для равномерного закона распределения  

 
ab

ax
xF




 .   (16) 

С учетом (16) получим 

ab

ax
P m




 1

0
.    (17) 
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Известно, что для равномерного закона распределения математическое ожидание x , дисперсия D(x) 

и среднеквадратическое отклонение равны: 

2

ab
x


 ;  

 

12

2
ab

xD


 ;  
32

ab
x


 .  (18) 

Из (17) следует, что  

   aPabx
m


0

1 .    (19) 

Разделив обе части уравнения (19) на x с учетом (18) и (14) получим  

 
x

a
Pk

c


0
132  .    (20) 

Здесь 
x


   – относительная вариация значений механической характеристики X относительно 

среднего. Из соотношений (18) легко получить, что  

31
x

a
.    (21) 

Тогда из (20) с учетом (21) получим 

   11123
0

 Pk
c

     (22) 

или после преобразования  

  1213
0
 Pk

c
     (23) 

Видно, что коэффициент структуры kc зависит, во-первых, от относительной вариации η, которая по сути 

характеризует степень неоднородности среды; во-вторых, от вероятности Р0, которая характеризует собой 

уровень значимости объекта. Этой вероятностью будем задаваться apriori. Исследуем зависимость (23).  

Если в (23) принять P0 = 1, то есть считать, что xm совпадает с левой границей интервала 

распределения (крайний случай xm = а), получим, что  

31
c

k .    (24) 

Определим наибольшее значение вариации η. Из соотношений (18) легко получить, что  

3

3
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


ab
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     (25) 

или 


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

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1

3
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Если длину интервала обозначить l, то b = a + l, и тогда 













la

a

2

2
1

3

3
 .     (27) 

Таким образом, при бесконечном увеличении интервала распределения, т.е. при l → ∞, получим 

3

3
 .    (28) 

Таким образом, из (25) при наибольшем значении разброса (
3

3
 ) и xm = а, коэффициент 

структуры примет наименьшее значение: .0
c

k  При уменьшении длины интервала l уменьшается 

вариация значений η, соответственно увеличивается коэффициент структуры kc, и соответственно 

увеличивается расчетное значение механической характеристики породы. 

Таким образом, при использовании в геомеханичесих расчетах таких характеристик, как φ и С 

следует принимать во внимание их естественный разброс путем введения коэффициента структуры kc в 

соответствующую формулу 

xkx
cm

 .    (29) 

При этом, основной характеристикой получаемой из статистической обработки, является 

относительная вариация, которая однозначно определяется коэффициентом структуры η. 

Выводы. В работе представлены результаты исследований физико-механических характеристик 

грунтов с использованием методов теории вероятностей и математической статистики. Методом 

одноплоскостного среза определены значения сцепления С и угла внутреннего трения φ для образцов 

суглинков и глин, отобранных на участках обрушения и активизации оползневых процессов. 
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По результатам лабораторных испытаний пород построены статистические распределения для 

значений угла внутреннего трения и сцепления. Из анализа распределений угла внутреннего трения 

следует, что для суглинков вариация значений относительно среднего не превышает 10 %, для глин 

вариация значений больше, но не превосходит 24 %. Разброс значений сцепления также невелик для 

суглинков, составляет 11–18 %. Но значения сцепления, полученные на образцах глины, имеют 

значительный разброс. Вариация сцепления красно-бурой глины достигает 43 %. Установлено, что 

распределение изучаемых количественных признаков близко к равномерному закону. 

На основе гипотезы о равномерном распределении физико-механических характеристик мягких 

пород (грунтов), получен коэффициент структуры, учитывающий различие прочностных характеристик 

реального грунта и лабораторных образцов, обусловленного структурной неоднородностью массива. 
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