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МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ ДВОВИМІРНИХ МАСИВІВ ВИМІРЮВАЛЬНОЇ ІНФОРМАЦІЇ ПРО 
МЕХАНІЧНІ ВЕЛИЧИНИ 

 
У статті розглянуто ймовірнісні моделі двовимірних масивів з вимірювальною інформацією 

про механічні величини. Результати досліджень можуть бути використані для розробки 
методів алгоритмічної обробки двовимірної вимірювальної інформації про механічні величини.  
 
Постановка проблеми в загальному вигляді та її зв’язок з важливими науковими і 

практичними задачами. Одним із ефективних методів вимірювань механічних величин є формування 
та алгоритмічна обробка сигналів, які містять інформацію про об'єкт вимірювань. Носієм двовимірної 
вимірювальної інформації про механічні величини можуть бути цифрові відеозображення об'єктів 
вимірювань [1, 2]. Для отримання двовимірної вимірювальної інформації про механічні величини 
необхідно сформувати цифрове відеозображення, яке являє собою двовимірний образ об'єкта 
вимірювань, ввести це відеозображення в обчислювальний пристрій та виконати цифрову обробку [1, 3].  

Такий підхід має забезпечити більш високу точність та швидкодію вимірювань у порівнянні з 
існуючими методами. Це особливо важливо для вимірювань механічних величин в реальному масштабі 
часу, наприклад, в ході контролю за технологічним процесом. Основою підвищення точності й швидкодії 
є врахування всіх похибок вимірювань з подальшою розробкою заходів щодо їх компенсації. Суттєвою 
складовою частиною підвищення точності вимірювань механічних величин є врахування особливостей 
двовимірної вимірювальної інформації (відеозображень). Тому актуальною задачею є розробка та 
удосконалення математичних моделей двовимірної вимірювальної інформації про механічні величини.  

Аналіз існуючих досліджень і публікацій, виділення невирішених раніше частин загальної 
проблеми. Математичні моделі двовимірних відеозображень розглянуті в багатьох наукових працях [4–
9]. В даному випадку двовимірні масиви (відеозображення) мають ряд суттєвих особливостей, пов'язаних 
насамперед з наявністю двовимірної вимірювальної інформації у вигляді об’єктів вимірювань і їх 
контурів та суміщенням різноманітних засобів формування та перетворення цієї інформації у 
вимірювальному каналі засобів вимірювання механічних величин (оптична система пристрою 
формування відеозображень, аналогові та цифрові засоби обробки сигналів). Найбільший вплив на 
формування та похибки двовимірних відеозображень мають: оптична система [10–13]; напівпровідникові 
перетворювачі світло–сигнал [14, 15]; аналогові кола обробки відеосигналів [2, 14].  

Також відомо багато наукових праць, у яких розглядаються методи алгоритмічної обробки та 
відновлення двовимірних масивів інформації та відеозображень, наприклад, [16–19]. Основним 
критерієм оцінки результатів обробки є загальна якість відеозображення, призначеного для візуального 
сприйняття.  

Однак для засобів вимірювань механічних величин потрібно враховувати те, що вимірювальний 
канал повинен забезпечити передачу двовимірної вимірювальної інформації про механічні величини. 
Перш за все це пов'язано з найбільш точним відтворенням контурів об'єктів вимірювань та їх 
геометричних характеристик. А це відтворення, в свою чергу, істотно залежить від обраної математичної 
моделі, що використовується для розробки методів алгоритмічної обробки двовимірних масивів.  

Тому необхідно проаналізувати існуючі математичні моделі з точки зору можливості їх 
використання для алгоритмічної обробки двовимірної вимірювальної інформації про механічні 
величини. Також необхідно сформувати критерії оцінки результатів визначення параметрів математичної 
моделі, що враховують особливості двовимірної вимірювальної інформації про механічні величини.  

Метою проведених досліджень є вибір математичної моделі двовимірних масивів вимірювальної 
інформації про механічні величини, а також розробка методики ідентифікації параметрів такої 
математичної моделі.  

Викладення основного матеріалу досліджень. Будемо розглядати відеозображення (чи інший 
двовимірний масив вимірювальної інформації) ),( yxf  як реалізацію випадкового процесу. 
Математичною моделлю такого випадкового процесу може бути сумісна щільність ймовірностей 
 ,,, ... ,,,,,, ... ,, 221121 LLL yxyxyxfffp  для значень відеосигналу ),( iii yxf , отриманих з L  реалізацій 

відеозображення як випадкового процесу.  
Іншою математичною моделлю відеозображення як випадкового процесу є його перший та другий 

статистичні моменти, тобто середнє значення амплітуди відеосигналу  ),( yxfE  та кореляційна функція 
),( yxR   чи спектральна щільність потужності ),( vuS .  
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Багатовимірну сумісну щільність ймовірностей визначити набагато складніше, ніж середнє значення 
та кореляційну функцію. Також слід враховувати, що в методах алгоритмічної обробки відеозображень 
як початкові дані використовуються саме кореляційні функції або еквівалентні їм спектральні щільності 
потужності. Тому далі будемо розглядати ймовірнісний опис двовимірних масивів вимірювальної 
інформації (відеозображень) на основі їх середніх значень та кореляційних функцій.  

Для побудови ймовірнісної моделі двовимірної вимірювальної інформації про механічні величини 
необхідно вибрати загальний вигляд кореляційної функції двовимірного масиву та виконати 
ідентифікацію параметрів цієї кореляційної функції.  

Для типового відеозображення, що належить певному класу двовимірних масивів вимірювальної 
інформації, кореляційна функція може бути обчислена за формулою [1, 2]: 

 ),(2
  yxfEKR jiji  ,   1, ... ,0  Ni ,   1, ... ,0  Mj , 

 ),(),(),(),( yxfyxfEKjiKK yxyxyäxäji   , 
(1)

де jiK   – функція коваріації відеозображення розміром NxM дискретних точок, äx  , äy   – крок 
дискретності цифрового відеозображення по осях x  та y , далі будемо вважати, що ääyäx    . 

Слід враховувати, що для конкретного відеозображення Mä kòä   .) . 1(  , де величина .) . 1( òä  
відповідає відстані між центрами двох сусідніх дискретних точок відеозображення, Mk   – масштабний 
коефіцієнт відеозображення, що залежить від параметрів зовнішнього орієнтування пристрою 
формування відеозображень та визначається на основі проведення тестових зйомок.  

Кореляційна функція також може бути обчислена за іншим варіантом: 
 ),(),(),(),( 00 yxfyxfERjiRR yxyxyäxäji    

 ),(),(),(0 yxfEyxfyxf  . 
(2)

Отримані на основі формул (1) або (2) відліки кореляційної функції відеозображення необхідно 
апроксимувати типовою кореляційною функцією. Для відеозображення математичною моделлю 
вважається двовимірний марковський процес першого порядку [2]. В цьому випадку типовою 
кореляційною функцією відеозображення буде 

 222 )()(exp),( yyxxfyxR    (3)
або у спрощеному варіанті 

 yyxxfyxR   exp),( 2 , (4)
де êîðxx  /3   , êîðyy  /3    – коефіцієнти, що залежать від інтервалів кореляції êîðx  , êîðy   по осях 

Ox  і Oy  за умови 05,0/ 2 fR  , 2
f  – дисперсія амплітуди відеосигналу на відеозображенні ),(0 yxf . 

Цим кореляційним функціям відповідають спектральні щільності потужностей 
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Кореляційні функції і спектральні щільності потужностей є еквівалентними характеристиками 
відеозображень і пов’язані між собою двовимірним перетворенням Фур’є [1]:  






 yx
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 . 

Тому можна виконувати ідентифікацію параметрів ймовірнісної моделі відеозображення на основі 
експериментальних даних про кореляційну функцію або спектральні щільність потужності. Однак, 
обчислювальні методи отримання кореляційної функції для дискретного відеозображення дають 
результат, що більш придатний для ідентифікації параметрів, ніж обчислення спектральної щільності 
потужності. Тому далі будемо розглядати ідентифікацію параметрів, що входять до формули типової 
кореляційної функції вигляду (3) або (4).  

 В даному випадку 2
f  нам відомо і дорівнює дисперсії відеозображення ),(0 yxf , тобто 

)0,0(2 Rf  . Застосуємо метод найменших квадратів для оцінки значень x  та y  і складемо 
функціонал для кореляційної функції (3): 
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Цей функціонал зводиться до системи нелінійних рівнянь, вирішення якої є досить складною 
задачею. Тому будемо використовувати типову кореляційну функцію (4), додатково ввівши заміну 

).(ln).(1 yxyx RR    для лінеаризації моделі відносно x , y . Тоді 
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В результаті отримуємо систему лінійних рівнянь в матричній формі: 
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Звідси за методом Крамера отримуємо значення параметрів типової кореляційної функції 
відеозображення: 
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Враховуючи співвідношення 
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остаточно отримуємо: 
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(5)

Іншим підходом до ідентифікації параметрів типової кореляційної функції відеозображень є 
врахування того, що проекція ліній рівних значень двовимірної кореляційної функції на площину 
відеозображення має форму кола або еліпса. В першому випадку відеозображення вважається 
ізотропним випадковим полем з   xy , в другому випадку – анізотропним випадковим полем з 
степеню анізотропії xyàíL  / . Тоді ідентифікацію параметрів можна виконати для одновимірної 

кореляційної функції  xxxxR   exp)( 2 , що визначається для рядків відеозображення. Двовимірна 
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кореляційна функція визначається на основі одновимірної кореляційної функції з урахуванням àíL  та 
рівняння (4).  

Для одновимірної кореляційної функції, що обчислюється по рядках відеозображення,  застосування 
методу найменших квадратів дає такі рівняння з урахуванням заміни )(ln)(1 xx RR   : 
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Враховуючи співвідношення 
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остаточно отримуємо: 
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Визначення параметрів ймовірнісних моделей було виконано для ряду відеозображень поверхні 
промислових виробів з природного каменю (рис. 1). Ці відеозображення використовуються для 
автоматизованого обчислення розмірів цих виробів, а також для визначення геометричних параметрів 
структурних елементів поверхні природного каменю. Вказані вимірювання є складовою частиною 
контролю якості промислових виробів з природного каменю [21, 22].  

Для перевірки результатів визначення параметрів типових кореляційних функцій було обчислено 
кореляційну функцію за формулою (4) з коефіцієнтами (5), (6) і порівняно результати обчислень з 
експериментальними даними, отриманими за формулою (2). Для порівняння використовувалися оцінки 
нормованої середньоквадратичної похибки 
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та нормованої максимальної похибки 
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Отримані результати наведено в таблиці 1.  



 

 177 

Таблиця 1 
Параметри ймовірнісної моделі двовимірних відеозображень з вимірювальною інформацією про механічні величини 

 

Тип відеозображення 

Середнє 
значення 
амплітуди 

відеосигналу, 
дискретних 

рівнів 

Середньоквадра-
тичне значення 

амплітуди 
відеосигналу, 

дискретних рівнів 

Параметр 
кореляційної функції 
x , (дискретн. точок)-

1 

Параметр 
кореляційної функції 
y , (дискретн. точок)-

1 

Похибка апроксимації за методом 
найменших квадратів для типової 

кореляційної функції (4), нормованої 
відносно 2

f : 
середньоквадратична 

похибка 
максимальна 

похибка 
1. Граніт  Омелянівського 
родовища Житомирської 
області: 

      

– канал R 145,90 76,41 0,17 0,14 0,04 0,07 
– канал G 84,67 47,96 0,20 0,18 0,09 0,17 
– канал B 
 

49,66 36,13 0,33 0,34 0,08 0,16 

2. Граніт  Корніського 
родовища Житомирської 
області: 

      

– канал R 51,46 48,49 0,08 0,10 0,04 0,06 
– канал G 52,94 41,87 0,09 0,13 0,07 0,13 
– канал B 
 

46,36 36,17 0,08 0,16 0,11 0,22 

3. Граніт  Маславського 
родовища Житомирської 
області: 

      

– канал R 43,82 28,45 0,25 0,25 0,03 0,07 
– канал G 53,92 26,81 0,25 0,28 0,05 0,12 
– канал B 
 

30,95 23,34 0,30 0,33 0,08 0,18 
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а)       б) 

 
Рис. 1. Відеозображення поверхні граніту з Омелянівського родовища  
Житомирської області (а) та його двовимірна кореляційна функція, 

отримана для каналу червоного кольору (б) 
 
Висновки: 
У статті розглянуто ймовірнісні моделі двовимірних масивів вимірювальної інформації 

(відеозображень) з вимірювальною інформацією про механічні величини. Математична модель 
двовимірних масивів вимірювальної інформації побудована на основі їх кореляційних функцій. 
Загальний вигляд кореляційної функції двовимірного масиву обрано, виходячи з того, що 
відеозображення вважається двовимірним марковським процесом першого порядку. В цьому випадку 
типовою кореляційною функцією відеозображення буде експонента, аргументом якої є відстань між 
дискретними точками відеозображення.  

Виконано апроксимацію кореляційної функції, обрахованої за цифровими даними відеозображення, 
типовою кореляційною функцією згідно з (4). Для типової кореляційної функції визначено коефіцієнти 
кореляції відеозображення по двох координатних осях. Точність апроксимації складає (3…7) % для 
каналу красного кольору, що є переважаючим для відеозображень поверхні природного каменю.  

Результати досліджень можуть бути використані для розробки і моделювання методів алгоритмічної 
обробки двовимірної вимірювальної інформації про геометричні параметри різних об’єктів вимірювань.  
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УДК 621.317:004.932 
Математическая модель двумерных массивов измерительной информации о механических 

величинах / Ю.А. Подчашинский  
В статье рассмотрены вероятностные модели двумерных массивов с измерительной информацией о 

механических величинах. Результаты исследований могут быть использованы для разработки методов 
алгоритмической обработки двумерной измерительной информации о механических величинах.  

 
УДК 621.317:004.932 

Mathematical model of two-dimensional arrays of measuring information on mechanical values / 
Yu.A. Podchashinsky  

In the article the probabilistic models of two-dimensional arrays with the measuring information on 
mechanical values are considered. The outcomes of researches can be used for development of methods of 
algorithmic processing of the two-dimensional measuring information about mechanical values.  
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