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Розглядається питання про послідовність розташування каскадів цифрових фільтрів для 
мінімізації вихідної похибки цифрових фільтрів.  

 
Постановка проблеми. Широко поширеною формою реалізації цифрових фільтрів (ЦФ) є каскадна. 

У цьому випадку передатна функція необхідного ЦФ представляється як добуток декількох ЦФ більш 
низького порядку, наприклад, ЦФ другого порядку. Наявність ефекту квантування призводить до того, 
що вихідна похибка залежить від їхнього взаємного розташування. Тому виникає задача знаходження 
такого порядку розташування каскадів, щоб мінімізувати вихідну похибку необхідного ЦФ. 

Аналіз літературних джерел. Можливість довільного розташування каскадів ЦФ призводить до 
неоднозначності при реалізації, при цьому кількість реалізацій залежить від кількості каскадів і складає 

!S . Питання залежності вихідної похибки ЦФ для різних форм реалізації структур докладно розглянуто 
у [1]. Аналіз наведеного прикладу для ЦФ, побудованого на трьох каскадах, показав, що похибка, у 
залежності від реалізації, змінюється у 2–3 рази, а кількість реалізацій склала 6. Однак на практиці 
можливі варіанти і з більш істотною відмінністю. 

Одним із варіантів розв’язання поставленої задачі є перебір усіх можливих варіантів. Для аналізу 
даного варіанта була написана програма перебору на мові програмування C++. Результати тестування 
подані в табл. 1. 

 

Таблиця 1 
 

Кількість каскадів Час обчислення, с Кількість перестановок 
3 0. 000077 6 
4 0. 000357 24 
5 0. 00214 120 
6 0. 0154 720 
7 0.11 5 040 
8 1.04 40 320 
9 11.15 362 880 
10 144.78 3 628 800 

 
Для тестування використовувалася ЕОМ на базі процесора фірми AMD Athlon XP 2000+. Слід 

зазначити, що для реалізації циклу використовувався убудований найбільший цілочисельний тип 
unsigned long, діапазон зміни котрого 0 .. 4 294 967 29 (для Borland C++ ver 3.1 for MSDOS). Кількість 
перестановок для 13 каскадів перевищить діапазон даного типу, що унеможливлює реалізацію циклу з 
використанням убудованих цілочисельних типів. Для усунення даного недоліку необхідне нарощування 
розрядності змінної, що призведе до додаткових обчислювальних витрат. Однак у реальності в цьому 
немає необхідності, тому що, з огляду на тенденцію збільшення часу обчислення, можна сказати, що цей 
час складе для 13 каскадів більше доби. Таким чином, реально оптимальний варіант реалізації каскадної 
форми можливий для десятка каскадів. 

Через складність знаходження оптимального розв'язку був запропонований ряд рекомендацій [2, 3] 
щодо знаходження квазіоптимального розв'язку. 

Формулювання цілей статті. Методика знаходження оптимального розташування каскадів у 
розумінні мінімізації вихідної похибки ЦФ повинна забезпечити простий, надійний і не ресурсоємний 
розв'язок задачі. Основний шлях досягнення нашої цілі полягає в тому, щоб виконувати розгляд не всіх 
можливих варіантів, а здійснювати перебір відповідно до встановленого правила, тобто сформувати 
критерій (функціонал), що забезпечував би досягнення цілі. Така постановка задачі дозволяє застосувати 
апарат теорії дослідження операцій, основу якої складають методи лінійного, нелінійного, дискретного і 
динамічного програмування [4, 5]. 

Розв’язок задачі. У загальному вигляді схему, що реалізує ЦФ у каскадній формі, можна 
представити наступним чином (рис. 1). Будемо вважати, що ЦФ синтезований, розкладений на каскади і 
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коефіцієнти ЦФ обмежені необхідною розрядністю, тому залишається визначити розташування каскадів, 
яке забезпечить мінімальну вихідну похибку ЦФ.  

Кожний каскад характеризується вихідною похибкою квантування. Існує два основних підходи до 
оцінки похибок: детермінований і ймовірнісний [1, 2, 3]. У залежності від підходу буде мінімізуватися 
або максимально можлива похибка, або середньоквадратична похибка. 

 

H1(z) H2(z) HS(z). . .x(n) y(n)

 
Рис. 1, 

 
де x(n), y(n) – вхідна і вихідна послідовності відповідно. 

Кожний каскад є джерелом похибок квантування s . У цьому випадку вплив усіх складових похибок 
можна показати за допомогою структурної схеми (рис. 2):  

H1(z) HS(z). . . e
 S

 
 

Рис. 2. Шумова модель ЦФ при каскадній реалізації 
 
Відповідно до рис. 2 вихідна похибка усього фільтра буде визначатися відповідно до виразу [1]: 
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Вираз (1) є функціоналом, що дозволяє мінімізувати вихідну похибку фільтра, обумовлену 
квантуванням результату арифметичних операцій. Таким чином, необхідно виконати його мінімізацію:  
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Проаналізуємо вираз (2). Припустимо, що ми маємо упорядковану реалізацію каскадної форми. 
Розіб'ємо послідовність каскадів на дві частини: 1k  – каскадів і 1 kS  – каскадів. Якщо в першій 
частині фільтра зробити перестановку декількох каскадів, то похибка maxe  послідовності не буде 
мінімізованою, однак друга частина залишиться оптимальною, тому що передатна функція усього ЦФ є 
добуток обох частин. Аналогічні дії можна виконати з другою частиною фільтра аж до останнього 
каскаду. Таким чином, виходить, що розташування каскадів буде оптимальним, якщо оптимальними 
будуть розташування всіх S  останніх ділянок ЦФ. Отже, оптимізацію необхідно виконувати, 
розпочинаючи з останнього каскаду. Такий принцип оптимізації називається методом зворотного руху 
[4]. У цьому випадку критерій мінімізації буде описуватися виразом: 
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Даний вираз є критерієм дискретного динамічного програмування Беллмана [4]. Основною 
перевагою даного методу є простота реалізації алгоритму за допомогою ЕОМ. 

При перевірці способу були отримані аналогічні результати тестування, що зведені  
в табл. 2. Результати тестування усереднені, тому що час виконання залежить від коефіцієнтів фільтра. 

Таблиця 2 
 

Орієнтовний час виконання знаходження оптимального розташування каскадів  
відповідно до критерію Беллмана 

 
Кількість каскадів Усереднений час обчислення, мс 
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3 0. 061 
4 0. 173 
5 0. 379 
6 0. 944 
7 2.23 
8 5.71 
9 11.97 
10 19.8 

 
Як видно з результатів табл. 2, при збільшенні кількості каскадів час виконання також зростає, однак 

швидкість збільшення часу істотно менша, ніж при звичайному переборі. При такій тенденції швидкості 
наростання час обчислення впорядковування складе менше секунди для 100 каскадів, що цілком 
достатньо для розв’язання більшості задач цифрової обробки сигналів. 

Висновки. Результати аналізу показали: застосування розглянутого способу при реалізації засобів 
вимірювання на базі ЦФ дозволяє знизити вихідну похибку без погіршення характеристик і/або 
підвищення порядку ЦФ; обчислювальні витрати на реалізацію алгоритму невисокі; швидкість 
обчислення висока (табл. 2). 
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УДК 621.372 
Упорядочивание каскадов цифровых фильтров при каскадной реализации / Р.В. Петросян. 
Рассматривается вопрос о последовательности расположения каскадов цифровых фильтров для 

минимизации выходной ошибки цифровых фильтров.  
 
 
УДК 621.372 
Arrangement of cascades of digital filters at cascade realization / R.V. Petrosyan. 
The question about the arrangement sequence of cascades of digital filters for minimization of output error 

of digital filters is considered. 
 


