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МОДЕЛЮВАННЯ ПРОЦЕСУ ЗМІНИ ПОЛОЖЕННЯ ЦЕНТРА МАС  
КРИВОШИПНО-ШАТУННОГО МЕХАНІЗМУ  

ДВИГУНА ВНУТРІШНЬОГО ЗГОРЯННЯ 
 

Отримала подальший розвиток математична модель зміни положення центра мас 
кривошипно-шатунного механізму двигуна внутрішнього згоряння, розглянуто вплив масово-
геометричних параметрів кривошипно-шатунного механізму двигуна на цю зміну. 

 
Вступ. Аналіз процесу зміни положення центра мас двигуна внутрішнього згоряння, 

постановка задачі дослідження. Необхідність дослідження зміни положення центра мас (ЦМ) 
кривошипно-шатунного механізму (КШМ) двигуна внутрішнього згоряння (ДВЗ) під час обертання його 
колінчастого вала (КВ), що призводить до зміни приведеного моменту інерції ДВЗ, та, відповідно, його 
крутного моменту, очевидна. Зміна приведеного до осі КВ моменту інерції всіх рухомих мас ДВЗ від 
кута повороту його КВ досліджена в [1], але в практиці при конструюванні ДВЗ вказаний момент інерції 
вважають постійним [2–5]. Деякі автори [4] розрізняють приведений до осі обертання КВ момент інерції 
всіх рухомих мас ДВЗ як суму моменту інерції маховика 0J , моменту інерції рухомих деталей та 
агрегатів ДВЗ дJ , моменту інерції споживачів потужності пJ , моменту інерції з’єднувальних пристроїв 

сJ .  Зміну моменту інерції всіх рухомих мас ДВЗ під час обертання КВ викликає конструкція КШМ 
внаслідок зміни положення його ЦМ. 

 Вимірювання крутного моменту ДВЗ проводять для визначення режимів його роботи, характеристик, 
електронного керування, під час діагностування тощо. Але в існуючих безстендових методиках 
вимірювання проводяться лише на певних режимах його роботи [6], не враховуються нерівномірність 
частоти обертання КВ та зміна приведеного моменту інерції від кута повороту КВ [1].  

Задачею даного дослідження є визначення положення ЦМ КШМ ДВЗ в залежності від його масово-
геометричних параметрів (МГП) та кута повороту КВ, що дозволяє визначати відповідні миттєві 
значення моменту інерції КШМ ДВЗ. 

В роботі [7] в першому наближенні була розглянута математична модель, реалізована в пакеті 
Mathcad 2001, що дозволила дослідити зміну моменту інерції центрального КШМ ДВЗ від його МГП, 
взаємозв’язок яких наведений в табл. 1. Був проаналізований КШМ, що має в своєму складі одне коліно 
КВ радіуса R = 40 мм без противаг, шатун, поршневу групу.  

Таблиця 1 
Основні МГП КШМ ДВЗ [3] 

 
Назва Позначення Формула Діапазон значень 

1 2 3 4 
Відношення радіуса кривошипа 

R до довжини шатуна L λ 
L
R

  0,2–0,3 

Відносна відстань від осі пальця 
до центра мас шатуна xL xL = (0,7–0,8)L, мм – 

Хід поршня S S = 2·R, мм – 

Діаметр поршня Dп – Dп = 60–100 мм* 
Відношення ходу поршня S до 

його діаметра Dп 
S/Dп – S/Dп = 0,7–1* 

Площа поршня Fп Fп = π Dп
2/4, м2 – 

Маса поршневої групи з 
алюмінієвого сплаву mп – mп = (80–150)Fп, кг* 

Закінчення таблиці 1 
 

1 2 3 4 

Маса шатуна mш – mш = (100–200)Fп, кг* 
Маса неврівноваженої 

частини одного коліна вала mк – mк = (150–200)Fп, кг* 
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без противаг**  

Примітки: * для карбюраторного двигуна; 
       ** для сталевого кованого вала з суцільними шийками. 

 
В результаті аналізу числових значень відстаней від осі обертання КВ до ЦМ КШМ ДВЗ r  

встановлено, що вони змінюються за законом [7], який може бути представлений у вигляді, мм: 

      2 2cos ( cos ) 2 cosr a b a b ab , (1) 
де a – амплітуда (відстані від осі обертання КВ до ЦМ КШМ ДВЗ r), мм; 

   – кут повороту КВ ДВЗ, град.; 
 b – зміщення вздовж осі ординат (в заданій системі координат), мм. 
Залежність (1) була виявлена апроксимацією значень відстаней від осі обертання КВ до ЦМ КШМ 

ДВЗ r з коефіцієнтом кореляції 0,99. 
Математична модель, за якою обчислюється відстань від осі обертання КВ до ЦМ КШМ ДВЗ r, яка 

являє собою застосування теореми Піфагора при відомих значеннях величин координат ЦМ КШМ XC,YC 
[7], враховуючи дані табл. 1, мм: 
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де k – відносна відстань від осі КВ до ЦМ одного коліна вала без противаг k = (0–1)R, мм. 
З (2) видно, що на положення ЦМ КШМ ДВЗ впливають лише питомі маси поршневої групи mп, 

шатуна mш та коліна КВ без противаг mк, а з геометричних показників – радіус кривошипа R, довжина 
шатуна L, відносна відстань від осі поршневого пальця до центра мас шатуна xL, відстань від осі КВ до 
ЦМ одного коліна вала без противаг mк та відношення радіуса кривошипа до довжини шатуна  . З 
урахуванням (2), (1) можна записати, мм:  
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(3) 

Порівнявши (1) та (3), можна встановити, що їх відрізняє радикал  22 sin1  , але він при всіх 
можливих значеннях МГП КШМ ДВЗ (табл. 1) фактично дорівнює одиниці, тому ним можна знехтувати. 
З (1) та (3) можна зробити висновок, мм: 
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За визначенням відношення радіуса кривошипа до довжини шатуна λ, (4)  можна записати у вигляді, 
мм: 
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(5) 

З (5) видно, що значення амплітуди a не залежать від відношення радіуса кривошипа до довжини 
шатуна λ, а суттєвий вплив на неї має саме радіус кривошипа R. 

Вирази (1) та (3) не можуть бути приведеними один до одного остаточно внаслідок відсутності в (3) 

доданку 2 cos ,ab   навіть при нехтуванні радикалом  22 sin1  . Максимальна відносна похибка (1) 
та (3), враховуючи (5), для всіх можливих МГП  КШМ ДВЗ складає 2,8 % за оберт КВ. 

Досліджено вплив МГП КШМ ДВЗ, що входять в (3) та (5) (рис. 1–6), на величини амплітуди a та 
зміщення вздовж осі ординат b. 

  
Рис. 1. Залежність амплітуди a та зміщення вздовж осі ординат b  

від питомої маси шатуна mш 
 

З рис. 1–3 видно, що амплітуда a фактично не залежить від питомої маси шатуна mш, змінюється в 
межах 29,7–29,9 мм, суттєвіший вплив на неї чинить питома маса поршня mп     (a = 27–32,1 мм) та 
питома маса коліна вала без противаг mк, (a = 28,7–31 мм). Має місце вплив на зміщення вздовж осі 
ординат b питомої маси шатуна mш, (b = 55,7–58,1 мм), питомої маси поршня mп (b = 49,1–63,4 мм) та питомої 
маси коліна вала без противаг mк, (b = 54–59,7 мм). 
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Рис. 2. Залежність амплітуди a та зміщення вздовж осі ординат b  

від питомої маси поршня mп 
 

 
Рис. 3. Залежність амплітуди a та зміщення вздовж осі ординат b  

від питомої маси коліна вала без противаг mк 
 

З рис. 4–6 видно, що на зміщення вздовж осі ординат b впливає зміна відношення радіуса кривошипа 
до довжини шатуна λ (b = 47,7–70,3 мм), відносна відстань від осі пальця до центра мас шатуна xL (b = 
54,4–59 мм) та відносна відстань від осі КВ до ЦМ одного коліна вала без противаг k (b = 54,7–59,7 мм). 
Амплітуда a незначно залежить від відносної відстані від осі пальця до центра мас шатуна xL (a = 29,1–
30,5 мм) та відносної відстані від осі КВ до ЦМ одного коліна вала без противаг k (a = 25,9–33,3 мм). 

В результаті проведеного аналізу встановлено, що за сумою абсолютних величин зміни амплітуди a 
та зміщення вздовж осі ординат b найвпливовішим параметром є відношення радіуса кривошипа до 
довжини шатуна λ. 

Для перевірки математичної моделі (3) було проведено комп’ютерне дослідження процесу зміни 
положення ЦМ КШМ ДВЗ за допомогою системи КОМПАС-3D V8 [8], в якій було створено КШМ, що 
складається з одного коліна КВ, шатуна та поршневої групи (рис. 7). Визначено поточні значення ЦМ КШМ 
ДВЗ за величинами XC, YC, ZC для всіх кутів повороту КВ. 
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Рис. 4. Залежність зміщення вздовж осі ординат b від відношення радіуса кривошипа  до 

довжини шатуна λ 
 

        
Рис. 5. Залежність амплітуди a та зміщення вздовж осі ординат b 
 від відносної відстані від осі пальця до центра мас шатуна xL 

 
Проаналізований КШМ має наступні параметри: радіус кривошипа R = 40 мм, питома маса шатуна 

mш = 176,1 кг/м2, питома маса поршня mп= 111 кг/м2, питома маса одного коліна КВ без противаг mк = 
184,1 кг/м2, відношення радіуса кривошипа до довжини шатуна λ = 0,286, відносна відстань від осі 
пальця до центра мас шатуна xL = 0,75, коефіцієнт, що показує, на якій відстані знаходиться ЦМ одного 
коліна КВ без противаг відносно радіуса кривошипа k      =     0,59, діаметр поршня Dп = 70 мм. 

Якщо врахувати, що в КШМ ЦМ поршневої групи не лежить на осі поршневого пальця, максимальна 
відносна похибка відстані r за оберт, розрахованої за допомогою (3), складає 0,37 %. 

В [7] запропоновано оцінювати зміну положення ЦМ КШМ ДВЗ за допомогою коефіцієнта зміни 
положення ЦМ КШМ r : 

ср
r r

rr minmax  , (7) 

де maxr – максимальна відстань від осі обертання КВ до ЦМ КШМ, мм; 
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 minr – мінімальна відстань від осі обертання КВ до ЦМ КШМ, мм;  

 срr – середня відстань від осі обертання КВ до ЦМ КШМ за період її зміни, мм. 

             
Рис. 6. Залежність амплітуди a та зміщення вздовж осі ординат b  

від відносної відстані від осі КВ до ЦМ одного коліна вала без противаг k 
 

 
Рис. 7. Дослідження процесу зміни положення ЦМ КШМ ДВЗ 

З (1) максимальне значення r приймає при 0  рад., а мінімальне – при  рад., з періодом 2πn 
(n = 1, 2, 3...). Отже, (7) можна представити: 

b
a

b
baba

r
2)(




 . (8) 

Для КШМ ДВЗ з параметрами mш = 200 кг/м2, mп = 80 кг/м2, mк = 200 кг/м2, λ = 0,3, xL     = 0,8, k = 0,6, 
згідно з (3) та (7) коефіцієнт зміни положення ЦМ КШМ ДВЗ r приймає значення – 1,76. Для КШМ 
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ДВЗ з параметрами mш = 100 кг/м2, mп = 150 кг/м2, mк = 150 кг/м2, λ = 0,2, xL = 0,7, k = 0, згідно з (3) та (7) 
коефіцієнт зміни положення ЦМ КШМ ДВЗ r приймає значення – 0,56. 

Таким чином (8) дозволяє розраховувати коефіцієнт зміни положення ЦМ КШМ r  від МГП КШМ 
ДВЗ. 

З вищенаведеного випливають наступні конструктивні рекомендації для забезпечення мінімальної 
зміни положення ЦМ КШМ ДВЗ: максимально зменшувати питому масу шатуна, коліна КВ, збільшувати 
питому масу поршня, приймати мінімально допустимі значення λ та xL та так сконструювати коліно КВ 
ДВЗ, щоб його ЦМ лежав на осі обертання КВ. 

Висновки. 1. Отримала подальший розвиток математична модель зміни положення центра мас 
кривошипно-шатунного механізму введенням масово-геометричних параметрів в амплітуду a та 
зміщення вздовж осі ординат b (в заданій системі координат) при визначенні відстані від осі обертання 
колінчастого вала до центра мас кривошипно-шатунного механізму r та перевірена за допомогою 
системи КОМПАС-3D V8. 2. Встановлено, що на зміну положення центра мас кривошипно-шатунного 
механізму двигуна внутрішнього згоряння впливають лише питомі маси коліна колінчастого вала, 
шатуна та поршневої групи. З усіх масово-геометричних параметрів кривошипно-шатунного механізму 
двигуна внутрішнього згоряння  найвпливовішим на зміну положення центра мас є відношення радіуса 
кривошипа до довжини шатуна λ через вплив на зміщення вздовж осі ординат b системи відліку. 3. Для 
забезпечення мінімальної зміни положення центра мас кривошипно-шатунного механізму двигуна 
внутрішнього згоряння за оберт необхідно максимально зменшувати питому масу шатуна, коліна 
колінчастого вала, збільшувати питому масу поршневої групи, приймати мінімально допустимі значення 
λ та максимально наближати центр мас шатуна до шатунної шийки колінчастого вала, а коліно 
колінчастого вала сконструювати так, щоб його центр мас лежав на осі його обертання. 4  Подальше 
удосконалення математичної моделі зміни положення центра мас кривошипно-шатунного механізму під 
час його обертання необхідно провести врахуванням дизаксажу. 
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