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Удосконалений математичний апарат для визначення спостережуваної  

площі заданого району землі у завданнях космічного моніторингу 
 

Запропоновано удосконалений математичний апарат, адаптований для моделювання 

процесів космічного моніторингу земної поверхні, зокрема, для визначення географічних 

координат і розмірів спостережуваної площі заданих районів Землі. При цьому вирішено 

триєдине завдання: знаходження проекції зони огляду бортової цільової апаратури (БЦА) на 

плоскій та сферичній підстильній поверхні; обчислення площі земельних ділянок довільних форми 

і розмірів; обчислення спостережуваної частини заданого району Землі як результат перетину 

множини елементів проекції зони огляду та елементів всієї площі району спостереження. 

Запропонований математичний апарат можна використовувати для моделювання процесів 

космічних спостережень на етапах планування космічної зйомки та для оцінювання результатів 

цієї зйомки, а також у навчальному процесі. 

Ключові слова: космічні спостереження; моніторинг; спостережувана площа; проекція 

поля зору; космічний апарат; географічні координати; сферична трапеція; полігон. 
 

Постановка проблеми. В задачах космічних спостережень Землі існує проблема визначення 

географічного положення та розмірів спостережуваної площі як на етапі планування спостережень, так і 

на етапі оцінювання їх результатів. Ця проблема породжується дистанційним характером спостережень, 

складними взаємними переміщеннями Землі і космічних апаратів (КА), похибками в орієнтації поля зору 

КА та стабілізації його кутового положення, формою та положенням заданих районів (ЗР) Землі та 

проекцій зони огляду КА на земній поверхні і т. ін. 

Огляд останніх досліджень і публікацій. Питанням визначення  географічного положення та 

розмірів спостережуваної площі земної поверхні присвячено низку наукових робіт останнього часу, 

зокрема роботи[1–7]. Але в роботі [1] розглядаються питання визначення площі земельних ділянок без 

урахування процесу космічної зйомки, у статті [2] наведено математичний апарат для розрахунків 

розмірів контрольованої ділянки земної поверхні без врахування взаємного положення ЗР і КА. 

В роботах [3–5] рекомендуються підходи до обчислення тільки розмірів контрольованих ділянок, але 

не враховується їх географічне положення. Стаття [6] присвячена проблемі керування кутовим 

положенням КА для максимізації коефіцієнта накриття полем зору КА заданої ділянки Землі, але не дає 

кількісних результатів. В роботі [7] зосереджена увага на оцінюванні спостережуваності ЗР у спрощених 

умовах. 

У зв'язку з цим виникає необхідність вирішити завдання комплексного оцінювання  спостережуваної 

площі заданого району Землі з урахуванням географічного положення і форми ЗР, взаємного 

переміщення цього району і КА та технічних характеристик бортової цільової апаратури (БЦА).  

Тому мета даної статті полягає в удосконалені відомого математичного апарату, адаптованого для 

визначення спостережуваної площі заданого району Землі у завданнях космічного моніторингу. 

Викладення основного матеріалу. Під заданим районом Землі розумітимемо ділянку земної 

поверхні, яка цікавить замовника зйомки і для якої задані її координати, наприклад (рис. 1): 
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На практиці в цьому випадку часто обмежуються заданням ЗР через координати тільки двох вершин 
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Рис. 1. Способи задання ЗР 

 

Якщо ЗР має форму багатокутника (полігон), то його можна описати як [1, 3] 

      k
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де верхні праві індекси k...,,2,1  – номера вершин багатокутника; 

 k

т

k

т YX ,  – декартові координати вершин багатокутника. 

Під спостережуваною площею розумітимемо ту частину площі ЗР, яка накривається проекцією зони 

огляду бортової цільової (знімальної) апаратури (БЦА) космічного апарату (КА) за певний час 

спостереження 
спt . 

Якщо 0 спt , то спостережувана площа ЗР являє собою миттєву площу зйомки і визначається 

площею проекції зони огляду БЦА на земній поверхні 
оглS . 

В інших випадках при 0 спt  отримують інтегральну площу – площу знятої сцени. 

Визначення миттєвої площі космічної  зйомки. Візьмемо, що зона огляду КА являє собою 

правильну прямокутну піраміду КВСFG  (рис. 2а) з кутами при вершині 2  (рис. 2б) і 2  (рис. 1 в), 

візирна вісь БЦА збігається з висотою цієї піраміди Н і направлена в надир, Земля – плоска [2, 10]. 
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Рис. 2. До ситуації спостережень у надир плоскої Землі пірамідальною зоною огляду КА 

 

У цьому випадку площа проекції зони огляду 
оглS  являє собою площу прямокутника CFGB  (рис. 2 а), 

яку можна обчислити як добуток його сторін 

 LLBGCBSогл 22  , (4) 
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де 

 cos/tg HL ; (5) 

 cos/tg HL . (6) 

Підставивши (5) та (6) в (4), отримаємо миттєву площу космічної зйомки 
 

 coscos/tgtg4
2

 HSогл . (7) 

Оскільки в реальних умовах кути поля зору БЦА невеликі ( 
10  і 


10 ), то отримані залежності 

можна застосовувати і для сферичної моделі Землі. 

Якщо за рахунок кутового маневру КА за креном його зона огляду і візирна вісь БЦА відхилені від 

надира на кут   (рис. 3б), то проекція зони огляду БЦА на поверхні плоскої Землі трансформується в 

рівнобічну трапецію 1111
FGВС  (рис. 3а). 

У цьому випадку площа проекції зони огляду являє собою площу трапеції 
1111 BGFC  (див. рис. 3а), 

яку можна обчислити як добуток середньої лінії трапеції 
11ЕА  на її висоту 

11NМ  [10], тобто  

 

  1111 NMEASогл  . (8) 
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Рис. 3. До ситуації спостережень плоскої Землі пірамідальною зоною огляду  

КА з відхиленням візирної осі БЦА за креном 
 

Середня лінія трапеції 
11EA  являє собою півсуму її основ. Тоді можна записати (див. рис. 3а): 

 

        tgsecsec11  HЕА . (9) 

 

Ширина смуги огляду являє собою висоту трапеції 
11NM  (див. рис. 3а). Її можна знайти як [10] 

 

        tgtgНLогл . (10) 

 

Для сферичної Землі ширину смуги огляду слід розраховувати за формулою [2] 

 

          sinarccossinarccos2 ННзогл ААRL


. (11) 

 

де   ззН RНRА /  – аргумент висоти орбіти КА. 

Межі застосування формул (10) або (11) слід вибрати залежно від кута крену. Як видно із рис. 4 при 

відхиленнях візирної осі БЦА від надира в межах 


30 , що характерно для вітчизняних КА типу Січ 

[8], можна застосовувати плоску модель Землі та користуватись формулою (10). Для сучасних іноземних 
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КА ДЗЗ допускають відхилення візирної осі БЦА в межах 


60  [11, 12]. Тому залежно від 

конкретного значення кута крену слід вибирати ту чи іншу формулу. До речі, оскільки формула (11) 

більш універсальна, то нею можна користуватись завжди. 
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Рис. 4. Залежність ширини смуги огляду (а) та миттєвої площі зйомки (б) від крену 

Flet – плоска Земля; sphere – сферична Земля; alfa – кут  в градусах 
 

Підставивши вирази (9) та (10) у формулу (8), отримаємо кінцевий вираз для обчислення площі 

проекції зони огляду (миттєвої площі зйомки) на плоскій Землі при відхиленнях візирної осі від надира 

 

             secsectgtg
2

tgHSогл . (12) 

Для обчислення миттєвої площі зйомки на сферичній Землі при відхиленнях візирної осі від надира 

можна скористатись наближеною формулою, отриманою як добуток виразів (9) та (11): 

          tgsecsec  HLS оглогл


. (13) 

Формула (13) є наближеною через те, що хоча ширина смуги огляду БЦА (11) враховує сферичність 

Землі, проте другий добуток – середня лінії трапеції (9) – знайдений тільки для плоскої Землі. Отже, 

формула (13) виражає добуток, перший із співмножників якого являє собою дугу на сферичній Землі, а 

другий – пряму на плоскій Землі. Іншими словами, ця формула характеризує площу плоскої трапеції, але 

зі збільшеною за рахунок сферичності Землі висотою, а насправді треба знайти площу сферичної 

трапеції. Як показав досвід, таке спрощення часто є прийнятним для практичних завдань космічних 

спостережень.  

Графіки (рис. 4), побудовані за формулами (12) та (13), свідчать про те, що: 

а) миттєві площі зйомки визначаються технічними характеристиками БЦА та висотою орбіти, але 

не залежать від параметрів орбітального руху КА; 

б) при відхиленнях візирної осі БЦА від надира ці площі суттєво зростають, особливо при кутах 

крену 


30 ; 

в) відхилення візирної осі БЦА від надира поряд зі збільшенням миттєвої площі зйомки призводить, 

на жаль, до погіршення детальності отримуваних зображень. При  


30  величина детальності 


 L погіршується на 40 % [13]. 

Миттєву площу зйомки заданого т -го ЗР можна обчислювати через операцію перетинання двох 

множин (рис. 5) [14]: 

а) миттєвої площі зйомки  
js

огл
S  – площі проекції зони огляду БЦА 4321   (рис. 5 а, б), 

вираженої через множину елементарних ділянок земної поверхні js , Jj ,1 ; 

б) повної площі т -го ЗР  miq
m

Q , Іі ,1 , mij qs   – площі багатокутника 12345  (рис. 5 а). 

Як наслідок отримаємо багатокутник 87654321  (рис. 5а), який і являє собою миттєву площу 

зйомки заданого ЗР. 
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Рис. 5. До питання визначення миттєвої площі зйомки заданого ЗР 
 

Виходячи з того, що на практиці миттєва площа зйомки не обов’язково повністю вписується в межі 

заданого ЗР, слід відрізняти корисну та марну частин цієї площі. 

Формально операцію визначення корисної миттєвої площі зйомки можна подати мовою теорії 

множин як [4, 7, 14] 

 mогл

мз

m
QSQ  . (14) 

Для кількісного оцінювання долі корисної миттєвої площі зйомки відносно повної площі заданого 

ЗР можна скористатись миттєвим просторовим коефіцієнтом накриття 

m

мз

m
QQ

Q

mК , (15) 

де правий верхній індекс Q  означає «просторовий» на відміну, наприклад, від часового, спектрального і т.п.  

За необхідності у багатомірних завданнях космічних спостережень поряд з параметрами (14) та (15) 

можна ввести уточнюючі позначення, наприклад:  

 
г

сп

m nQ  – спостережувана  площа m -го району на n -му витку орбіти г -го КА; 

     nQnQnК m

o

m

Q

m   – просторовий коефіцієнт накриття m -го району на n -му витку орбіти КА; 

     гmг

o

mг

Q

m nQnQnК   – просторовий коефіцієнт накриття m -го району на n -му витку орбіти г -го  

КА і т.п. 

Аналіз запропонованого просторового коефіцієнта накриття (15) показує, що він відображає такі 

можливі ситуації: 

а) якщо mогл
QS  , то 0

Q

mК  – поле зору БЦА не наведено на заданий ЗР. Усунути причину можна 

за рахунок вибору іншого витка орбіти (грубо) та необхідної орієнтації КА або тільки БЦА (точно); 

б) якщо mогл
QS   та 

mогл QS  , то 10 
Q

mК , причому чим ближчі між собою за розмірами площі 

проекції поля зору і заданого ЗР і чим точніше наведення поля зору на ЗР, тим більше просторовий 

коефіцієнт накриття 1
Q

mК . Це бажана ситуація з огляду на повноту виконання завдання та мінімізацію 

витрат на отримання ЦІ; 

в) якщо mогл
QS   та 

mогл QS  , то 


 КК
Q

m0 , де 1


mогл
/QSК  – коефіцієнт надлишковості. 

Така ситуація забезпечує виконання завдання, але призводить до марних витрат ресурсів. За можливості 

можна вибрати інший КА, характеристики якого наближалися до попередньої ситуації. 

Варіанти подібних ситуацій нескладно поповнити, але це виходить за об'єми статті. Важливо те, що 

запропонований підхід висвітлює можливі шляхи для оцінювання і покращання спостережуваності 

заданих ЗР. 

Визначення площі знятої сцени. Знята сцена – це частина смуги огляду КА, що обмежена 

шириною смуги огляду 
оглL  та довжиною спостережуваної ділянки  tДv

, яка утворюється за рахунок 

орбітального руху КА з лінійною швидкістю  tV  за час спостереження [4, 7, 15] 

пкcп ttt  , (16) 

де 
пt  і 

кt  – моменти початку і кінця спостереження відповідно. 
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Для розрахунків площі знятої сцени скористаємось формулою [2]: 

 
dt

atHR
АLSS

t

t

Ноглоглсц

п

















 

12

з

0

к

 , (17)  

де кмRз 6371  – середній радіус Землі; 

235

0 /10986,3 скм  – гравітаційний параметр Землі;  

 зПА RННa 25,0   – велика піввісь еліптичної орбіти;  

АН  і 
ПН  – висота апогею і перигею еліптичної орбіти; 

 tHH   – поточна висота орбіти КА. 

Якщо для спостережень застосовують колові або майже колові орбіти, то для розрахунків площі 

знятої сцени замість виразу (17) можна скористатись спрощеною формулою: 

 
cп

оз

о

оглоглсцо t
HR

НRR
LSS 






з0з /
. (18)  

Виходячи з того, що на практиці знята сцена не обов’язково повністю належить до меж заданого ЗР, 

слід відрізняти корисну та марну частин цієї сцени.   

Формально операцію визначення корисної площі знятої сцени можна подати мовою теорії множин за 

аналогією з виразом (14) як [2, 7, 14] 

 mсц

сц

m
QSQ  . (19) 

Для визначення долі корисної площі знятої сцени відносно повної площі заданого ЗР можна 

скористатись інтегральним просторовим коефіцієнтом накриття 

m

сц

m
QQ

Q

mК
~

. (20) 

Крім того, якщо можливо описати форми проекції зони огляду та заданого ЗР аналітичними 

функціями, то для визначення форми і площі знятої сцени можна скористатись лінійною згорткою цих 

функцій [7]. 

Способи визначення площі заданих районів спостереження. Залежно від форми земельних 

ділянок (полігонів) використовуваних технічних засобів застосовують такі способи визначення площ [1]: 

1. Аналітичний – заснований на обчисленні площі за результатами вимірювань ліній і кутів на 

місцевості із застосуванням формул геометрії і тригонометрії, а також за координатами вершин точок 

повороту межі земельної ділянки. 

2. Механічний – заснований на вимірюванні площ на плані або карті за допомогою планіметрів. 

3. Графоаналітичний – заснований на обчисленні площі за результатами вимірювань на плані. 

Ділянка розбивається на найпростіші геометричні фігури, або вимірювання проводяться за допомогою 

палеток.  

Найбільш точний аналітичний спосіб, так як тут впливають тільки помилки вимірювань на 

місцевості. Він вимагає великого обсягу обчислень. Однак при наявності карт на цифрових носіях і 

сучасної обчислювальної техніки це не має особливого значення. 

Механічний спосіб є менш точним, але найбільш поширеним завдяки швидкості і простоті 

визначення площ. 

Графоаналітичний спосіб є сенс застосовувати тоді, коли межі прямолінійні і мають мале число 

поворотів, або площа ділянки на плані мала. Для визначення площі земельної ділянки, межі якої мають 

прямолінійні обриси і велика кількість точок повороту доцільно визначати площу за координатами точок 

повороту межі ЗР. Координати точок повороту графічно знімаються за допомогою циркуля-вимірювача і 

визначаються по лінійці поперечного масштабу. 

Аналітичне обчислення площі полігона за декартовими координатами його вершин. Для 

визначення площі земельних ділянок простої форми на плоскій Землі (рис. 6) відомо безліч формул [10]. 

Наприклад: площа кола 2
rSкр  , де r  – радіус кола; площа еліпса abSэл  , де a  і b  – велика і 

мала півосі еліпса; площа будь-якого трикутника CabS sin5,0
, де a  і b  – дві сторони трикутника, а 

С  – кут між ними; площа будь-якого трикутника    cpbpappS  , де  a , b  і с  – три сторони 

трикутника, а  cba,p  50  – напівпериметр трикутника; площа трапеції  hbaSтр  5,0 , де a  і 

b  – основи трапеції, h  – її висота; площу неправильного чотирикутника можна знайти, розбивши його 

на два трикутники з відомими параметрами і т.п. 

Площу багатокутника довільної форми (полігону) можна знайти через обчислення площ відповідних 

трапецій [1].  
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Наприклад, для фігури 12345  (рис. 6) найбільш просто її площу можна обчислити, якщо знайти суму 

площ трьох "великих" трапецій: 2121  , 3232  , 4343  , а потім відняти від неї суму площ двох "зайвих" 

трапецій: 5151   і 4545  . 
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Рис. 6. Аналітичне визначення площі  

                    багатокутника  
 

При цьому площа будь-якої з трапецій обчислюється через добуток її основи на висоту, а висота 

являє собою середню лінію трапеції, тобто півсуму її нерівних сторін. 

Наприклад, площа першої з «великих» трапецій дорівнює [10] 

  12211
5,0 ттттт XXYYS  , (21) 

де верхніми індексами позначені номери точок багатокутника. 

Аналогічно для решти «великих» трапецій 3232   и 4343   

  23322
5,0 ттттт XXYYS  ; (22) 

  34433
5,0 ттттт XXYYS  . (23) 

Таким же чином отримаємо площі «лишніх» трапецій: 5151   и 4545  : 

  15514
5,0 ттттт XXYYS  ; (24) 

  54455
5,0 ттттт XXYYS  . (25) 

Тоді площа багатокутника 12345 складе:  
54321

тттттт SSSSSS  . (26) 

Якщо у вираз (26) підставити формули (21)–(25), розкрити дужки і привести подібні члени, то 

отримаємо подвійну площу цього багатокутника у вигляді 

  



11

2
і

т

і

т

і

тт YYXS  або   



11

2
і

т

і

т

і

тт XXYS . (27) 

Аналогічно можна обчислювати площі земельних ділянок з іншим числом сторін, включаючи 

трикутники і чотирикутники, якщо відомі декартові координати їх вершин. Це стосується, зокрема, і 

обчислення миттєвої площі зйомки 87654321  (див. рис. 5 а). 

Аналітичне обчислення площі полігона за географічними координатами його вершин. 

Загальновідомо що площа всієї земної кулі обчислюється як 
2

4 зк RS  , півкулі 2

5,0 2 зк RS  , чверті кулі 

2

25,0 зк RS  , де кмRз 6371  – середній радіус сферичною Землі. 

Іншими частками кулі можуть бути сферичний двокутник, сферичний трикутник, сферичний 

чотирикутник і т.д. Одним із часто використовуваних на практиці сферичних чотирикутників є сферична 

трапеція ABCD  (див. рис. 1) – опукла фігура на сферичній поверхні Землі обмежена меридіанами і 

паралелями. 

Площа такої трапеції обчислюється за формулою [1, 10] 

    д

т

н

т

з

т

с

тзRS  sinsin,
2

, (28) 
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
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Рис. 7. До вимірювання площі полігону  

на сферичній Землі 
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де 


  та 

  – географічні широта і довгота сторін сферичної трапеції в радіанах. 

У більш складних випадках (рис. 7) площу сферичного полігону обчислюють через сферичний 

надлишок або ексцес сферичного багатокутника за формулою [1, 10] 
2

зRS   , (29) 

де 



I

i

i

1

2   – ексцес – сума зовнішніх кутів сферичного багатокутника, що перевищують 2  ; 

ii    – кут, що доповнює румб до  ; 

1,1,   iiiii   – румб – кут між двома напрямками, що не перевищує 5,0 ; 

1, ii  – азимут сторони полігону, спрямованої з і -ї вершини в наступну; 

1, ii  – азимут сторони полігону, спрямованої з і -ї вершини в попередню. 

Адекватність запропонованих математичних залежностей перевірено на відомих моделюючих 

комплексах [16, 17] з використанням реальних вхідних даних [18, 19], що може бути певною гарантією 

при їх використанні в завданнях космічних спостережень заданих районів Землі. 

Висновки: 

1. У статті з єдиних позицій запропоновано удосконалений математичний апарат для розрахунків 

проекцій зони огляду БЦА пірамідальної форми на плоску та сферичну поверхні Землі, розмірів ЗР 

довільної форми та спостережуваної площі як результат перетину перших двох параметрів. 

2. Наведені в статті математичні залежності можна використовувати для моделювання процесів 

космічних спостережень Землі, що має практичне значення для планування космічної зйомки як 

власними, так і доступними зарубіжними КА, а також для оцінювання результатів космічного 

моніторингу земної поверхні. 
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