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ОПТИМІЗАЦІЯ РОЗМІЩЕННЯ ОБ’ЄКТІВ  

З ВИКОРИСТАННЯМ АЛГОРИТМУ СПУСКУ ЗІ СТАЦІОНАРНОЇ ТОЧКИ 
 

Розроблено алгоритм спуску зі стаціонарної точки у випадку двічі неперервно 
диференційованої функції цілі, який застосовано до задачі оптимізації розміщення об’єктів. 
 
Вступ. При розв’язанні задач математичного програмування, в тому числі й в задачах оптимізації 

розміщення геометричних об’єктів в заданій області, часто виникає ситуація, коли отриманий розв’язок є 
стаціонарною точкою, яка не є точкою глобального або локального мінімуму. Така проблема має місце 
при застосуванні багатьох методів, в яких для знаходження вектора спуску використовується градієнт 
функції цілі. До таких методів відносяться, наприклад, методи градієнтного спуску, метод Ньютона та 
інші. 

Аналіз джерел дослідження. Проблемі розміщення геометричних об’єктів присвячено багато робіт. 
Більшість з них розглядає задачи щільного розміщення об’єктів, розв’язання яких зводиться до 
розв’язання задач лінійного програмування [1–5].  

Більш загальний випадок цієї проблеми, коли до функції цілі висувається лише вимога бути 
диференційованою, розглянуто у [6, 7]. У них множина допустимих розв’язків представляється у вигляді 
об’єднання опуклих підмножин. На підмножинах розв’язуються відповідні підзадачі. Розв’язок підзадачі 
здійснюється за допомогою методу  G-проекцій [6] і модифікації методу можливих напрямків [7]. Для 
перебору вказаних підзадач використовуються розроблені авторами методи. Але у зв’язку з 
особливостями вихідної задачі знайдені таким чином розв’язки в більшості випадків не співпадають з 
глобальним мінімумом. В роботі [8] запропоновано метод штрафних функцій, який не потребує 
розв’язання зазначених підзадач. Його недоліком є те, що зупинка роботи методу відбувається в будь-
якій стаціонарній точці, більшість з яких є сідловими.  

В даній роботі запропоновано алгоритм, що дає можливість знайти напрямок спуску в сідловій точці, 
який застосовано до розв’язання задачі оптимізації розміщення прямокутних об’єктів в прямокутній 
області. 

Постановка проблеми. Розглянемо наступну задачу оптимізації. Нехай в двовимірному евклідовому 
просторі є область  , що містить геометричні об’єкти 1 2, , mD D D . Область і об’єкти мають 

прямокутну форму. Розміщення геометричних об’єктів задається вектором  1 2, , ,i mZ Z Z Z Z   , 

де  ii
iZ  ,  – координати полюсу i -го геометричного об’єкта. Розміри i -го об’єкта – id , ih , а області – 

ba, . Об’єкти не можуть перетинатися між собою і виходити за межі області  . Потрібно знайти таке 
розміщення об’єктів (вектор *Z ), при якому сума відстаней від заданої точки P  до полюсу кожного 
джерела була максимальною. Математична модель цієї задачі має вигляд: 
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Умова невиходу геометричного об’єкта iD  за межі області   задана виразом (2), а умова 
неперетину геометричних фігур між собою – виразом (3). 

Задача (1)–(3) є задачею умовної оптимізації та може бути розв’язана за допомогою існуючих 
методів умовної оптимізації (метод можливих напрямків, проекції градієнта та ін.). Застосування цих 
методів потребує розбиття множини допустимих розв’язків, що визначається умовами (2), (3), на опуклі 
підмножини, а також додаткового математичного апарату для їх перебору. Кількість опуклих підмножин 
можна визначити за формулою 

2

4 mCr  [7]. При кількості об’єктів 6m  практично неможливо зробити 
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перебір, оскільки кількість підмножин більше ніж 910  [7]. Тому пропонується задачу (1)–(3) 
розв’язувати методом штрафних функцій [8], який дозволяє замінити розв’язання задачі умовної 
оптимізації розв’язанням послідовності задач безумовної оптимізації.  

В даному випадку отримаємо послідовність задач:  
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де C  – параметр методу. 
Функція штрафу  CZ ,  повинна задавати штраф на вихід об’єкта за межі області, а також на 

перетин об’єктів між собою. 
Наприклад, за функцію штрафу можна обрати таку функцію: 
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де  CDDR ji ,,  задає штраф на перетин об’єктів iD  та jD  між собою, а  CDR i ,  – на вихід об’єкта 

iD  за межі області  . З використанням апарату R -функцій Рвачова ці функції можна побудувати 
таким чином: 

 

   

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 22 2 2 2

, , exp[((( ) ( )

(( ) ) (( ) ) )

(( ) ( ) ))] ;

i j i j ij i j ij

i j ij i j ij

i j ij i j ij

R D D C d h

d h

d h

   

   

   

      

      

     

 

(7) 

 , exp[ ( )] exp[ ( )] [ ( )]
2 2 2

exp[ ( )].
2

i i i
i i i i

i
i

d h dR D C C C C a

hC b

  



           

   

 

(8) 
Функція цілі (5) має стаціонарні точки, серед яких багато сідлових. Покажемо це на наступному 

прикладі. Нехай маємо вхідні дані, показані на рис. 1. 
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Рис. 1 
 
При деякому значенні параметра C  об’єкт 1D  не зможе рухатися праворуч паралельно осі абсцис 

через різке збільшення функції штрафу. З іншого боку, рух ліворуч призведе до збільшення вихідної 
функції цілі (1), і, як наслідок, функції (5), оскільки функція штрафу при цьому залишиться незмінною. В 
той же час рух об’єкта паралельно осі ординат в будь-який бік призведе до зменшення функції (5). Тобто 
отримана точка є сідловою, і градієнт функції цілі в ній дорівнює нулю. У цьому випадку потрібно 
застосувати метод спуску зі стаціонарної точки. А це, в свою чергу, дозволить розв’язати поставлену 
задачу із кращим значенням функції цілі (отримане розміщення може відповідати одному з 
прямокутників, які зображені пунктиром). 
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Мета статті. Розробити алгоритм спуску зі стаціонарної точки у випадку двічі неперервно 
диференційованої функції цілі та використати його в задачі оптимізації розміщення об’єктів. 

Викладення основного матеріалу. Маємо задачу оптимізації: 
  nRxxf  min, , (9) 

де  xf  – двічі неперервно диференційована в nR . 

Нехай   0*  xf , тобто в точці *x  виконуються необхідні умови локального екстремуму [9]. Із 

достатньої умови локального екстремуму випливає, що коли матриця  *xf   визначена додатно, то точка 
*x  є точкою локального мінімуму.  

Нехай точка *x  є стаціонарною і матриця других похідних  *xf   є невизначеною або від’ємно 
визначеною. Це означає, що існує вектор спуску g  та 0 , для яких виконується нерівність: 

     0
** ;0,   xfgxf . (10) 

Коли матриця  *xf   визначена від’ємно, як g  можна обрати будь-який вектор з nR , норма якого 
дорівнює одиниці [1]. Якщо матриця других похідних невизначена, g ( 1g ) знаходиться з умови: 

   0,*  ggxf . (11) 

Оберемо із матриці  *xf   m  однойменних рядків та стовпчиків таким чином, щоб утворена 
матриця mmB   була невизначеною мінімального порядку. Тобто для матриці mmB   не повинно існувати 
невизначеної підматриці. Координатам вектора g , які не відповідають обраним рядкам та стовпчикам, 
присвоюємо значення, що дорівнює нулю. Тоді із (11) отримаємо нерівність: 

  0,  zzB mm . (12) 
Вектор z  відповідає перенумерованим координатам вектора g , яким не було присвоєно значення, 

що дорівнює нулю. 
Матриця 11  mmB  буде визначена або невід’ємно, або від’ємно, оскільки матриця mmB   – 

невизначена матриця, яка не містить в собі невизначених підматриць.  
Якщо матриця 11  mmB  визначена від’ємно, то за розв’язок можна обрати будь-який вектор z  

[10] за умови, що 0mz . Оскільки необхідно, щоб норма вектора g  дорівнювала одиниці, то норма 
вектора z  повинна бути такою ж. Наприклад, можна обрати як * *(1, 0, 0...,0)z z . 

Якщо матриця 11  mmB  визначена невід’ємно, присвоїмо 1mz . Тоді нерівність (12) 
перетвориться у таку: 
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Оскільки матриця 11  mmB  визначена невід’ємно, ліва частина нерівності (15) представляє собою 
опуклу функцію. Тому дана нерівність може бути розв’язана з використанням існуючих методів 
математичного програмування з модифікацією на випадок необмеженості функції цілі знизу. Розв’язок 
нерівності (13) задовольнятиме також нерівності (12), але може не задовольняти умові 1z . 

Припустимо, що z  задовольняє умові (13), але норма z  не дорівнює одиниці. Тоді за розв’язок 
оберемо вектор *z , координати якого знаходяться за формулою: 
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Всім координатам вектора g , яким не було присвоєно значення, що дорівнює нулю, присвоюються 

відповідні координати вектора *z . Отриманий вектор буде вектором спуску зі стаціонарної точки.  
Висновки. Таким чином, в даній статті розроблено алгоритм спуску зі стаціонарної точки, який 

можна застосувати до задачі оптимізації розміщення об’єктів прямокутної форми. У випадку, коли 
матриця других похідних функції в стаціонарній точці визначена невід’ємно, необхідно проводити 
додаткові дослідження. 
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